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Кинематика манипулятора 




Рис. 1.1. Схема взаимосвязи прямой и обратной задач кинематики 
 
Прямая задача кинематики 




Рис. 1.2. Абсолютная и связанная системы координат 
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puvw = (pu, pv, pw)
T    и    pxyz = (px, py, pz)
T,                 (1.1) 
 
где Т – операция транспонирования. 
 
pxyz = Rpuvw.                                         (1.2) 
 
puvw = puiu + pvjv + pwkw,                              (1.3) 
 
px = ixp = ixiupu + ixjvpv + ixkwpw, 
py = jyp = iyiupu + jyjvpv + jykwpw, 
pz = kzp = kziupu + kzjvpv + kzkwpw.                      (1.4) 
 
Или в матричной форме 
 
x ux u x v x w
y y u y v y w v
wz u z v z wz
p pi i i j i k
p j i j j j k p
pk i k j k kp
    
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        
                       (1.5) 
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                              (1.6) 
 
Аналогично координаты puvw можно получить из координат pxyz: 
 
puvw = Qpxyz,                                        (1.7) 
или 
.
u x u y u zu x
v x y z y
w w x w y w z z
i i i i i kp p
p j i j i j k p
p k i k j k k p
  
    
          
          
                      (1.8) 
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Поскольку операция скалярного произведения коммутативна, то 
из соотношений (1.6), (1.7) и (1.8) следует 
 
 
Q = R–1 = RT;                                        (1.9) 
 
 
QR = RTR = R–1R = I3,                               (1.10) 
 
 
где I3 – единичная матрица размерностью 3  3. 
 
 
pxyz = Rx,puvw,                                     (1.11) 
 
 





0 cos sin ,
0 sin cos
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i i i j i k
R j i j j j k
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
   
          
      
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   
    
  
.    (1.13) 
 
 









Рис. 1.3. Вращающаяся система координат 
 
Матрицы сложных поворотов 
 
R = Ry,Rz,Rx, = 
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
C S C S
S C C S
S C S C
         
                




C C S S C S C C S S S C
S C C C S
S C C C C C C C C S S S
              
       
                
       (1.14) 
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где С = cos; S = sin; C = cos; S = sin; C = cos; S = sin. 
 
R = Rx,Rz,Ry, = 
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
C S C S
C S S C
S C S C
         
                




C C S C S
C S C S S C C C S S S C
S S C C S S C S S S C C
      
              
             
        (1.15) 
 
Пример. Требуется найти матрицу поворота, являющегося резуль-
татом последовательного выполнения поворотов сначала на угол , 





R = Ry,I3Rw,Ru, = Ry,I3Rw,Ru, = 
 
= 
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
C S C S
S C C S
S C S C
         
                




C C S S C S C C S S S C
S C C C S
S C S S C C S C C S S S
              
       
                
 
 
Матрица результирующего поворота такая же, как (1.14), но по-
следовательность поворотов отличается в последовательности, ре-
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Рис. 2.1. Вращение вокруг произвольной оси 
 
Rr, = Rx,-Ry,Rz,Ry,-Rx, = 
 
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
C S C S
C S S C
S C S C
         
                 
               
 
 
0 1 0 0




S C S C
     
          















;  sin = rx;  cos = 2 2y zr r . 
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x x y z x z y
r x y z y y z x
x z y y z x z
r V c r r V r s r r V r s
R r r V r s r V c r r V r s
r r V r s r r V r s r V c

       
 
        
 
        
       (2.1) 
 
где V = vers = 1 – cos. 
 
Представление матриц поворота через углы Эйлера 
 
Таблица 2.1 
Три системы углов Эйлера 
 




На  вокруг оси OZ На  вокруг оси OZ На  вокруг оси OX
На  вокруг оси OU На  вокруг оси OV На  вокруг оси OY 




Рис. 2.2. Первая система углов Эйлера 
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Результирующая матрица поворота имеет следующий вид: 
 
 




0 1 0 0 0
0 0 0
0 0 1 0 0 0 1
C S C S
S C C S S C
S C
          
                  





C C S C S C S S C C S S
S C C C S S S C C C C S
S S s C C
               
                 
      










Результирующая матрица поворота имеет следующий вид: 
 




0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1
C S C S C S
S C S C
S C
            
               




C C C C S C C S S C C S
S C с C S S C S C C S S
S C S S C
               
                
       




Рис. 2.4. Крен, тангаж, рысканье (третья система углов Эйлера) 
 
Результирующая матрица поворота имеет следующий вид: 
 
R,, = Rz,Ry,Rx, =  
 
=
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
C S C S
S C C S
S C S C
         
                




C C C S S S C C S C S S
S C S S S C C S S C C S
S C S C C
              
               
       
          (2.4) 
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Геометрический смысл матриц поворота 
Свойства матриц поворота 
Однородные координаты и матрицы преобразований 
 
Т = 3 3 3 1


















   (3.1) 
 
,
1 0 0 0
0 cos sin 0
0 sin cos 0











,        ,
cos 0 sin 0
0 1 0 0
sin 0 cos 0
0 0 0 1
yT 











cos sin 0 0
sin cos 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
zT 
    
 





.                          (3.2) 
 
Эти матрицы размерностью 4  4 называются однородными мат-
рицами элементарных поворотов. 
 
 
, ,ˆ ˆx y z uvwp T p                                       (3.3) 
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0 0 0 1
x x x x
y y y y
z z z z
n s a p
n s a p
T










.                                (3.4) 
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Рис. 4.3. Система координат и ее параметры 
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Представление Денавита – Хартенберга 
 
 
Алгоритм формирования систем координат звеньев 
 
 
Параметры систем координат звеньев манипулятора Пума 
Сочленение i i  i  ia  id  
Пределы 
измерения 
1 90 –90 0 0 –160–+160 
2 0 0 431,8 мм 149,09 мм –225–45 
3 90 90 –20,32 мм 0 –45–225 
4 0 –90 0 433,07 мм –110–170 
5 0 90 0 0 –100–100 










ДХ-матрица преобразования для смежных систем координат с но-
мерами i и i – 1 
 
i–1Ai = Tz,dTz,  Tx,aTx,α = 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1











cos sin 0 0
sin cos 0 0
0 0 1 0












0 1 0 0
0 0 1 0







1 0 0 0
0 cos sin 0












cos cos sin sin sin cos
sin cos cos sin cos sin
0 sin cos
0 0 0 1
i i i i i i i
i i i i i i i
i i i
Q Q Q a Q
Q Q Q a Q
d
   




.       (4.1) 
 





cos sin cos cos sin sin
sin sin sin cos cos cos
0 0 0 1
i i i
i i i i i i ii i
i i







    
 
              








i i ip A p

  ,                                      (4.3) 
 
где  1 1 1 1, , ,1
T
i i i ip x y z       и    , , , 1 .
T




cos cos sin sin sin cos
sin cos cos sin cos sin
0 sin cos
0 0 0 1
i i i i i i i








        
 











0 1 0 0










,        
2 2 2 2






0 0 0 1
C S a C











3 3 3 3




0 1 0 0
0 0 0 1
C S a C



































0 1 0 0

































1 23 1 1 23 2 1 2 3 1 23 2 1
0 1 2
1 1 2 3 1 23 1 1 23 2 1 2 3 1 23 2 1
23 23 2 2 3 230
C C S C S a C C a C C d S
T A A A S C C S S a S C a S C d C
S C a S a S
    
 
    
 




4 5 6 4 6 4 5 6 4 6 4 5 6 4 5
4 5 6 4 6 4 5 6 4 6 4 5 6 4 53 4 5
2 4 5 6
5 6 5 6 5 6 5 4
,
0 0 0 1
C C D S S C C S S C C S d C S
S C C C S S C S C C S S d S S
T A A A
S C S S C d C d
    
 






где cos ;i iC    
 sin ;i iS    
  cos ;ij i jC      
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для i = 1, 2, …, n, 
 
T = 6 6 6 6
0 0 0 1













0 0 0 1




0 0 0 1
x x x x
y y y y
z z z z
n S a p
n S a p










инстр 6 .T B T H                                    (5.1) 
 












0 0 0 1
x x x x
y y y y
z z z z
n S a p
n S a p







,              (5.2) 
 
где  1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6( ) ( )xn С С С С С S S S S С S S C C C S     ; 
  1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6( ) ( )yn S С С С С S S S S С C S C C C S     ; 
  23 4 5 6 4 6 23 5 6 )xn S С С С S S C S S    ; 
  1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6( ) ( )xS С С С С S S C S S S S S C S C C       ; 
  1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6( ) ( )yS S С С С С S C S S S C S C S C C       ; 
  23 4 5 6 4 6 23 5 6 )zS S С С S S C C S S   ; 
 1 23 4 5 23 5 1 4 5( )xa C C C S S C S S S   ; 
 1 23 4 5 23 5 1 4 5( )ya S C C S S C C S S   ; 
 23 4 5 23 5za S C C C C   ; 
 1 6 23 4 5 23 5 23 4 3 23 2 2 1 6 4 5 2[ ( ) ] ( )xp C d C C S S C S d a C a C S d S S d       ; 
 1 6 23 4 5 23 5 24 4 3 23 2 2 1 6 4 5 2[ ( ) ] ( )yp S d C C S S C S d a C a C C d S S d       ; 
 6 23 5 23 4 5 23 4 3 23 2 2( )zp d C C S C S C d a S a S     . 
 




0 1 0 149,09
0 0 1 921,12
1 0 0 20,32














0 0 0 1
x x x x
y y y y
z z z z
n s a p
n s a p












5A6.             (5.7) 
 
 


















C C S C S C S S C C S S
S C C C S S S C C C C S
S S S C C
               
                  
      
   (5.8) 
 
 
где cos( )ij i jС Q Q    и  sin( )ij i jS Q Q  , 
 
 
;xn С C S C S                                    (5.9а) 
 
;yn S C C C S                                    (5.9б) 
 
;xn S S                                          (5.9в) 
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;xS С S S C C                                    (5.9г) 
 
;yS S S C C C                                    (5.9д) 
 
;zS S C                                         (5.9е) 
 
;xa S S                                         (5.9ж) 
 
;ya C S                                          (5.9з) 
 
.za C                                           (5.9и) 
 





     






    
                                 (5.12) 
 
 
0 90 , если 0, 0;
90 180 , если 0, 0;
2( , )
если 0, 0;180 90 ,






      
                 
       
    (5.13) 
 
0 1 0 0 0
0 0 0




n s aC S C S
S C n s a C S S C
S Cn s a
                
      
              
      
       




x y x y x y
x y x y x y
z z z
C n S n C s S s C a S a
S n C n S s C s S a C a
n s a
          
 









C S C C S
S S S C C
    
 
      
 




0;x yC a S a                                     (5.15) 
 






    
  
.                  (5.16) 
 
;x yC C n S n                                   (5.17а) 
 
;x yS C s S s                                   (5.17б) 
 
arctg arctg x y
x y
C s S sS
C C n S n
     
            
 
(5.18) 
2( , ).x y x yATAN C s S s C n S n         
 
;x yS S a C a      
 
;zC a                                          (5.19) 
 
 arctg arctg 2 .x y x z
z
S a C aS
ATAN S a C a
C a
               
  (5.20) 
24 
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Геометрический подход к решению  
обратной задачи кинематики 
 
0 1 абс 1
6 инстрT T B T H
    = 
0 0 0 1
x x x x
y y y y
z z z z
n S a p
n S a p











Рис. 6.1. Определение различных конфигураций манипулятора 
 
РУКА = 
1, для ПРАВОЙ руки;
1, для ЛЕВОЙ руки;


                   (6.2) 
 
ЛОКОТЬ = 
1, для ВЕРХНЕЙ руки;
1, для НИЖНЕЙ руки;


               (6.3) 
25 
ЗАПЯСТЬЕ = 




             (6.4) 
 
ПЕРЕКЛЮЧАТЕЛЬ = 
1 сменить ориентацию запястья;





Решение обратной задачи кинематики  
для первых трех сочленений 
 
6 6 ( , , )
T













1 2 2 3 23 4 23 2 1
1 2 2 3 23 4 23 2 1
4 23 3 23 2 2
( )
( )
С a C a C d S d S
S a C a C d S d C
d C a S a S
   
    
   
.            (6.7) 
 
Решение для первого сочленения 
 
1 ,
L         1 ;
R                                (6.8) 
 
2 2 2 ,x y zr p p d         





        cos ;x
p
R





        cos ,
r
R
                             (6.11) 
 











sin sin( ) sin cos cos sin ;y xL
p r p d
R





cos cos( ) cos cos sin sin ;x yL
p r p d
R





sin sin( ) ;y xR
p r p d
R
 




sin sin( ) .x yR
p r p d
R
 







y x y x
x y
p p p d p d
p p
   
 








x x y y
x y
p p p d p d
p p
   
 
















y x y x
x x y y
p p p d p d
p p p d p d
 
    
           
      
   (6.18) 
 




Рис. 6.3. Решение для второго сочленения 
28 
Как следует из табл. 6.1, используя индикаторы конфигурации 
РУКА и ЛОКОТЬ, для 2  можно записать единое для всех возмож-
ных конфигураций манипулятора выражение 
 
2 (РУКА ЛОКОТЬ) ;K                         (6.19) 
 
2 2 2 2
2 ,x y zR p p p d          
2 2 2
2 ;x yr p p d              (6.20) 
 





R p p p d
    
  











R p p p d
  
    
  
          (6.22) 
 
2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
2 2 4 32 4 3






p p p a d d aa R d a
a R a p p p d









Угол 2  при различных конфигурациях манипулятора 
 
Конфигурация 
манипулятора 2 РУКА ЛОКОТЬ РУКА· ЛОКОТЬ
ЛЕВАЯ ВЕРХНЯЯ рука   –1 +1 –1 
ЛЕВАЯ НИЖНЯЯ рука    –1 –1 +1 
ПРАВАЯ ВЕРХНЯЯ рука    +1 +1 +1 
ПРАВАЯ НИЖНЯЯ рука   +1 –1 –1 
29 
Из равенств (6.19) – (6.24) можно определить значение функций 
синуса и косинуса угла 2:  
 
2sin sin( ) sin cos( ) cos sin( )K K K             
(6.25) 
sin cos (РУКА ЛОКОТЬ)cos sin ;        
 









         
                     (6.27) 
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4( )yp 3  РУКА ЛОКОТЬ РУКА· ЛОКОТЬ
ЛЕВАЯ  
ВЕРХНЯЯ рука 
0     –1 +1 –1 
ЛЕВАЯ  
НИЖНЯЯ рука 
0     –1 –1 +1 
ПРАВАЯ  
ВЕРХНЯЯ рука 
0     +1 +1 +1 
ПРАВАЯ 
НИЖНЯЯ рука 







Рис. 7.1. Решение для третьего сочленения 
 
2 2 2 2
2 ,x y zR p p p d                                  (7.1) 
 












                           (7.2) 
31 


















                   (7.3) 
 
3 .                                            (7.4) 
 
3sin sin( ) sin cos cos sin ;                         (7.5) 
 









         
                       (7.7) 
 
Решение обратной задачи кинематики  









   при  заданном  ( , , ) ;Tx y za a a a             (7.8) 
 
5a z   при  заданном  ( , , ) ;
T
x y za a a a                  (7.9) 
 
6S y   при  заданных  ( , , )
T
x y zs s s s   и  ( , , ) .
T
x y zn n n n  (7.10) 
 
















                   (7.11) 
32 
   











s s z a
z a
z a




     
   


                     (7.12) 
 




















M C a S a
M C C a S C a S a
  
           
 
 




Различные ориентации запястья 
 
Ориентация запястья  = sy5  или  ny5 М-ЗАПЯСТЬЕ  sign() 
КИСТЬ ВНИЗ 0  +1                      +1 
КИСТЬ ВНИЗ < 0 +1                       –1 
КИСТЬ ВВЕРХ 0  –1                       –1 






Рис. 7.2. Решение для четвертого сочленения 
 
Решение для пятого сочленения 
 













    
 
 
1 23 4 1 4 1 23 4 1 4 4 23
1 23 1 23 23
( ) ( )
= arctg ,x y z
x y z
C C C S S a S C C C S a C S a
C S a S S a C a
    
 
   
 
 
5 .                                            (7.17) 
34 
Если 5 0,   имеет место вырожденный случай. 
 
Решение для шестого сочленения 
 









    
 
 
1 4 1 23 4 1 4 1 23 4 4 23
1 4 1 23 4 1 4 1 23 4 4 23
( ) ( ) ( )
= arctg ,
( ) ( ) ( )
x y z
x y z
S C C C S n C C S C S n S S n
S C C C S s C C S C S s S S s
     
 
      
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0 0 1 1
1 1
' 1
( , ) sin cos 0




g p z z
z p z p
p p
















РУКА = 1 1sign[ ( , )] sign( cos sin );x yg p p p              (8.2) 
 
РУКА = 4 23 23 23 2 2sign[ ( , )] sign[ ( )] sign( );g p g d S a C a C        (8.3) 
 




d S a C a C
     
 
  (8.4) 
 
4 3 3 3ЛОКОТЬ РУКА sign( )
1 ЛОКОТЬ выше запястья,
1 ЛОКОТЬ ниже запястья.
d C a S   
  
 















            (8.6) 
 
Если 4 0,sz   значение индикатора ЗАПЯСТЬЕ можно опреде-










     
   
           (8.7) 
 




sign( ), если 0
ЗАПЯСТЬЕ




















     
      1, 2, 3, ..., ,i n                   (8.9) 
 
















                           (8.10) 
 
0 0 ,ii i ir A r                                        (8.11) 
где 
0 0 1 1
1 2 ... .
i
i iA A A A
                                 (8.12) 
 
Если i-е сочленение – вращательное, то матрица i




cos cos sin sin sin cos
sin cos cos sin cos sin
.
0 sin cos
0 0 0 1
i i i i i i i








       




   (8.13) 
 
Если i-е сочленение – поступательное, то матрица i




cos cos sin sin sin 0
sin cos cos sin cos 0
.
0 sin cos
0 0 0 1
i i i i i






      








Рис. 8.1. Точка i ir  i-го звена 
38 
0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 2 1 2 1
0
1
( ) ( )
d d
... ... ... ...
.
i
i i i i i
i i i i i i i





v v r A r
t t






   

























































                                      (8.17) 
 
1
sin cos cos sin cos sin
cos cos sin sin sin cos
0 0 0
0 0 0 0
cos cos sin sin sin cos0 1 0 0
sin cos cos sin cos1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
i i i i i i i
i
i i i i i i ii
i
i
i i i i i i i







          
 
           
 
  
         
 






0 0 0 1
















Таким образом, для  i = 1, 2, …, n 
 
0 1 2 1 10
1 2 1... ... , если ;
0, если .
i j i
j j j ii
j





     
   (8.18) 
 
0 1










    





i i j j i
j













0, если или .
j k
j j k k i
ij k i
ijk k k j j i
k
A Q A Q A i k j
U
U A Q A Q A i j k
q






     
  

    (8.21) 
 
Например, для манипулятора вращательными сочленениями при 
i = j = k = 1  и  i iq    имеем  
 
0 011
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Кинематическая энергия манипулятора 
 
2 2 21 1 1d ( )d sled ( )d ( )d .2 2 2
T T
i i i i i i i iK x y z m U U m Tr U U m        (9.1) 
 
Подставляя в выражение (9.1) значение iU  из равенства (8.20), 






1d ( ) d2
1
2
1 ( d ) .2
i ii i T
i ip p i ir r i
p r
i i i i T T
ip i i ir p r
p r
i i i i T T
ip i i ir p r
p r
K Tr U q r U q r m
Tr U r r U q q























1d ( d ) .2
i i i i T T
i i ip i i ir p r
p r
K K Tr U r r m U q q
 
 
   
  
               (9.3) 
 
 
Интегральный член в скобках представляет собой матрицу инер-







d d d d
d d d d
d .
d d d d
d d d d
i i i i i i
i i i i i ii i T
i i i
i i i i i i
i i i
x m x y m x z m x m
x y m y m y z m y m
J r r m
x z m y z m z m z m








   
   

   
   
   (9.4) 
 
41 



















x y z mm m m
   
 
 
   
   






где ( , , , 1)i Ti i i ir x y z однородные координаты центра масс i-го зве-
на в i-й системе координат; 
 2 d
ij k i jij
k
x x x mI
  
    
  
  – тензор инерции, где i, j, k прини-




2 211 22 33
12 13
2 2 2
2 211 22 33
12 23
2 2 2






































K    и  j, k = 1, 2, 3, а ( , , , 1)i Ti i i ir x y z  – радиус 
вектор центра масс i-го звена в системе координат i-го звена.  
 
42 




1 ( ) .2
n n i i T
i ip i ir p r
i i p r
n i i T
ip i ir p r
i p r
K K Tr U J U q q
Tr U J U q q
   
  
 
   
  
   




               (9.7) 
 
Потенциальная энергия манипулятора 
 






i i i i
i j
P P m g A z
 
                                (9.9) 
 
Уравнение движения манипулятора 
 
0
1 1 1 1
1 ( ) ( )2
n i i nT i
ij i ik i k i i i
i j k i
L Tr U J U q q m g A r
   







i jk i ji k
j i ki i
j jn n jT
jkm j ji k m j ji j
j i k m j i
d L L
Tr U J U q
dt q q
Tr U J U q q m gU r
 
   
  
       
 
 




           (9.11) 
 





i ik k ikm k m i
k k m
D q h q q c
  
         1, 2, ..., ,i n         (9.12) 
 
( ) ( ( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ( ))t D q t q t h q t q t c q t      ,               (9.13) 
 
где (t) – вектор (размерностью n × 1) обобщенных сил, создавае-
мых силовыми приводами в сочленениях манипулятора:  
 
1 2( ) ( ( ), ( ), ..., ( )) ;
T
nt t t t                              (9.14) 
43 
 ( )q t  – вектор (размерностью n × 1) присоединенных перемен-
ных манипулятора: 
 
        1 2, , ..., ;Tnq t q t q t q t                       (9.15) 
 
 ( )q t  – вектор (размерностью n × 1) обобщенных скоростей: 
 
 1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ;
T
nq t q t q t q t                            (9.16) 
 
 ( )q t  – вектор (размерностью n × 1) обобщенных ускорений: 
 
 1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ;
T





ik jk k ji
j i k
D Tr U J U

  ,    1, 2, ..., ;i n             (9.18) 
 
 ( , )h q q  – вектор (размерностью n × 1) кориолисовых и центро-
бежных сил: 
 
 1 2( , ) , , ..., ,n
T





i ikm k m
k m
h h q q
 
         1, 2, ..., ,i n                     (9.19) 
 
max( , , )
( )
n T
ikm jkm j ji
j i k m
h Tr U J U

  ,    1, 2, ..., ;i n           (9.20) 
 
 ( )c q  – вектор (размерностью n × 1) гравитационных сил: 
 
1 2( ) ( , , ..., ) ,
T




i i ji j
j i
c m gU r

    1, 2, ..., .i n                     (9.21) 
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Уравнение движения манипулятора  
с вращательными сочленениями 
 
11 12 13 14 15 16
12 22 32 24 25 26
13 23 33 34 35 36
14 24 34 44 45 46
15 25 35 54 55 56
16 26 36 64 65 66
( ) ,
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D
D D D D D D
D D D D D D
















     
     
11 2 2 211 1 11 21 2 21 31 3 31
2 2 241 4 41 51 5 51 61 6 61 ;
T T T
T T T
U J U U J U U J UD T T T
U J U U J U U J UT T T




     
   
12 21 2 2 222 2 21 32 3 31 42 4 41
2 252 5 51 62 6 61 ;
T T T
T T
U J U U J U U J UD D T T T
U J U U J UT T




     
 
13 31 2 2 233 3 31 43 4 41 53 5 51
2 63 6 61 ;
T T T
T
U J U U J U U J UD D T T T
U J UT




     14 41 2 2 244 4 41 54 5 51 64 6 61 ;T T TU J U U J U U J UD D T T T     
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45 
     
   
22 2 2 222 2 22 32 3 32 42 4 42
2 252 5 52 62 6 62 ;
T T T
T T
U J U U J U U J UD T T T
U J U U J UT T




23 32 2 33 3 32 2 43 4 42
2 53 5 52 2 63 6 62
( ) ( )
( ) ( );
T T
T T
D D T U J U T U J U
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T TD D T U J U T U J U    
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T TD D T U J U T U J U    
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T T TD T U J U T U J U T U J U    
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66 2 66 6 66( ).
TD T U J U  
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,  1, 2, ..., 6.i     (9.23) 
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.                          (9.26) 
 
1 2 3 4 5 6( ) ( , , , , , ) ,
Tc c c c c c c                           (9.27) 
где 
 
1 2 3 4
1 1 11 1 2 21 2 3 31 3 4 41 4
5 6
5 51 5 6 61 6
(
);
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c m gU r m gU r m gU r
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3 4 5 6
3 3 33 3 4 43 4 5 53 5 6 63 6( );c m gU r m gU r m gU r m gU r      
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6
6 6 66 6.c m gU r   
 
 








Рис. 10.1. Вращающаяся система координат 
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Рис. 11.1. Подвижная система координат 
 
* .r r h                                          (11.1) 
 
  d d d ;
d d d h
r r h
v t v v
t t t

                             (11.2) 
 
  d d d d .
d d d d
r h r h
v t r
t t t t
  
                          (11.3) 
 







v t r h
a t a a
t t t

                        (11.4) 
 
   
2 2
2 2




a t r r
t tt t
   




ЛЕКЦИЯ  12 
 




Рис. 12.1. Взаимосвязь систем координат,  
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1 , если сочленение вращательное;
0, если сочленение поступательное.
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